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В статье изучаются математические модели, описывающие ламинарные изотермические
течения жидкостей второго порядка в плоском канале под действием постоянного перепа-
да давления. Необходимость расчета таких течений возникает в ряде прикладных задач,
связанных с моделированием движения полимерных сред. Цель настоящей работы за-
ключается в нахождении точных решений с учетом различных типов краевых условий
на стенках канала. Наряду с классическим условием прилипания рассматривается усло-
вие Навье, согласно которому скорость скольжения жидкости по твердой поверхности
прямо пропорциональна касательным напряжениям. Используются также условия про-
скальзывания порогового типа и смешанные граничные условия в предположении, что
стенки канала могут отличаться по физическим свойствам. На основе анализа соотноше-
ний параметров модели течения для каждой из этих краевых задач построены точные
решения, характеризующие скорость движения жидкости внутри канала и на его стенках
и давление. Из полученных решений, в частности, следует, что давление существенно за-
висит от коэффициента нормальных напряжений, особенно в тех зонах канала, где велико
изменение (в поперечном к каналу направлении) скорости течения. В то же время поле
скоростей не зависит от данного коэффициента и, следовательно, совпадает с распреде-
лением скоростей, имеющем место в случае обычной ньютоновской жидкости. В работе
также установлено, что при применении условий порогового проскальзывания ключе-
вой величиной является произведение модуля перепада давления и половины толщины
канала. Если это произведение превышает некоторое критическое значение, то на стенках
канала возникает эффект скольжения жидкости; в противном случае реализуется режим
прилипания. Если допустить, что на одной из стенок канала выполнено условие Навье,
а на другой стенке — условие порогового проскальзывания, то соответствующее порого-
вое значение для возникновения пристенного скольжения в определенной мере снижает-
ся. Построенные в работе точные решения могут быть использованы при определении
области применимости дифференциальных моделей полимерных жидкостей, а также при
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тестировании приближенных аналитических, численных и асимптотических методов ис-
следования гидродинамических систем со сложной реологией. Библиогр. 15 назв.
Ключевые слова: неньютоновские жидкости, жидкости второго порядка, течение Пуа-
зейля, условия проскальзывания, краевые задачи, точные решения.
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STEADY FLOWS OF SECOND-GRADE FLUIDS IN A CHANNEL
Voronezh State University, 1, Universitetskaya pl., Voronezh,
394006, Russian Federation
In this paper, we study mathematical models describing steady ﬂows of second-grade ﬂuids in a
plane channel. The ﬂows are driven by constant pressure gradient. We consider various boundary
conditions on the channel walls, namely, the no-slip condition, the free-slip condition, threshold
slip conditions, and mixed boundary conditions. For each of the boundary value problems, we
construct exact solutions, which characterize the velocity and pressure ﬁelds in the channel.
Using these solutions, we show that the pressure signiﬁcantly depends on the normal stress
coeﬃcient α, especially in those subdomains, where the change of ﬂow velocity is large (in the
transverse direction of the channel). At the same time, the velocity ﬁeld is independent of α,
and therefore coincides with the velocity ﬁeld that occurs in the case of a Newtonian ﬂuid (when
α = 0). Moreover, we establish that the key point in a description of stick-slip ﬂows is value of
ξh, where ξ is module of the gradient pressure, h is the half-channel height. If ξh exceeds some
threshold value, then the slip regime holds at solid surfaces, otherwise the ﬂuid adheres to the
channel walls. If it is assumed that the free-slip condition (Navier’s condition) is provided on
one part of the boundary, while on the other one a stick-slip condition holds, then for the slip
regime the corresponding threshold value is reduced to a certain extent, but not by more than
half. Refs 15.
Keywords: non-Newtonian ﬂuids, second-grade ﬂuids, the Poiseuille ﬂow, slip boundary
conditions, boundary value problems, exact solutions.
1. Введение.Многие применяемые на практике материалы могут быть отнесены
к классу жидкостей сложности N (см. [1, 2]). В таких средах тензор напряжений
Коши T задается соотношением
T = −pI + F (A1, . . . ,AN ),
в котором p — давление; I — единичный тензор; F — некоторая функция (разумеет-
ся, эта функция не может быть произвольной, точнее говоря, она должна удовле-
творять определенным соотношениям, вытекающим из физического смысла модели);
A1, . . . ,AN — тензоры Ривлина—Эриксена:




Aj−1 +Aj−1∇v + (∇v)TAj−1, j = 2, . . . , N,







Aj−1 + (v · ∇)Aj−1.
Если F — полином степени N , то соответствующую жидкость называютжидкостью
порядка N .
Классическая несжимаемая ньютоновская жидкость с тензором
T = −pI + νA1, ν > 0,
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является жидкостью первого порядка. Достаточно хорошо изученные нелинейно-
вязкие жидкости, для которых выполнено реологическое соотношение
T = −pI + ν(A1)A1,
принадлежат к классу моделей сложности 1.
В этой статье речь пойдет о жидкостях второго порядка с тензором
T = −pI + νA1 + α1A2 + α2A21, (1)
где ν, α1, α2 — материальные константы (ν — вязкость жидкости; α1 и α2 — коэффи-
циенты нормальных напряжений). Эти константы, согласно результатам [3], должны
удовлетворять следующим соотношениям:
ν  0, α1  0, α1 + α2 = 0.
Характерной особенностью жидкостей второго порядка является то, что в них
при сдвиговом течении появляются нормальные напряжения.
Введя обозначение
α = α1 = −α2,
перепишем (1) в виде
T = −pI + νA1 + αA2 − αA21. (2)
Далее будет изучен ряд задач о движении несжимаемой жидкости (2) в плоском
бесконечном канале в режиме установившегося (независящего от времени) течения.
Особенностью данной статьи является то, что при расчете течения используют-
ся несколько типов краевых условий. Наряду с классическим условием прилипания
v = 0 будут рассмотрены условия свободного и порогового проскальзываний, а также
смешанные краевые условия в предположении, что стенки канала могут отличаться
по своим физическим свойствам. Такие постановки задач вызывают интерес как в тео-
ретических исследованиях, так и при решении прикладных задач. Важность учета
эффекта пристенного скольжения и его влияния на различные характеристики те-
чений, особенно в случае неньютоновских жидкостей, отмечается во многих работах
(см., например, недавние публикации [4–9] и приведенные в них ссылки). Существен-
ный вклад в изучение причин и механизмов скольжения жидкостей и дисперсных
систем по поверхности твердого тела внес Д. М. Толстой [10].
В настоящей статье для каждой из представленных краевых задач построены
точные решения, определяющие скорость течения и давление в канале. Найдены
соотношения параметров модели, при выполнении которых имеет место скольже-
ние/прилипание на стенках канала.
Следует отметить, что в [11] выполнен расчет ламинарных течений жидкостей
сложности 2 в плоском канале и цилиндрической трубе, а также течения между кон-
центрическими цилиндрами при краевом условии проскальзывания Навье, которое
является частным (точнее говоря, предельным) случаем условия порогового про-
скальзывания, рассмотренного в данной статье.
Вопросы о существовании, единственности и качественном поведении решений
уравнений движения жидкостей второго порядка при условии Навье на границе об-
ласти течения изучаются в [12–14].
2. Постановка задач. Как известно, стационарное движение однородной несжи-
маемой жидкости описывается системой уравнений
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ρ(v · ∇)v = divS −∇p + ρg, (3)
∇ · v = 0, (4)
где ρ — плотность жидкости; v — скорость течения; S — девиатор напряжений; p —
давление в канале; g — объемные силы. Операторы div и ∇ действуют по простран-
ственным переменным x, y, z.
Пусть жидкость заполняет область, заключенную между параллельными плос-




= −ξ, ξ > 0, (5)
и
gT = (0, 0,−g).
При таком течении для компонент скорости v имеем
v1 = u(z), v2 = 0, v3 = 0,
где u = u(z) — некоторая функция. При этом, в силу легко проверяемого равенства
(v · ∇)v = 0,
система (3) сводится к соотношению
divS = ∇p− ρg. (6)
Выполнение условия несжимаемости (4) очевидно.
Рассмотрим задачу о пуазейлевом течении жидкостей второго порядка в канале
−h  z  h. Предполагая, что для жидкости справедлив реологический закон (2),
и учитывая равенство
T = −pI + S,
запишем (6) в виде
div(νA1 + αA2 − αA21) = ∇p− ρg. (7)
Полученное уравнение является основным для расчета течения в канале. Неиз-
вестными в (7) являются функции u и p. Разумеется, для полной физической опре-
деленности к (7) необходимо добавить краевые условия для скорости u на стенках
канала.
В этой статье рассматриваются следующие краевые задачи.
Задача A. Найти решение системы (5), (7) с краевыми условиями прилипания
v = 0 при z = ±h. (8)
Задача B. Найти решение системы (5), (7) при условиях порогового проскаль-
зывания на стенках канала z = ±h
∗В литературе такое течение принято называть плоским течением Пуазейля. Для ньютоновской
жидкости этот тип течений хорошо изучен (см., например, [15]).
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v · n = 0,
vtan = 0, если ‖(Tn)tan‖
 
3  σ, (9)










Здесь и далее используются такие обозначения: n — единичный вектор внешней нор-
мали к стенке канала; vtan — касательная составляющая вектора v, т. е.
vtan = v − (v · n)n;
k > 0 — коэффициент проскальзывания; σ  0 — параметр, определяющий пороговое
значение величины ‖(Tn)tan‖
 
3 , при превышении которого имеет место пристенное
скольжение жидкости.
Задача C. Найти решение системы (5), (7) при смешанных краевых условиях
v · n = 0 при z = h,
vtan = 0, если ‖(Tn)tan‖
 
3  σ и z = h,
(10)









3 > σ и z = h,
v = 0 при z = −h.
Задача D. Найти решение системы (5), (7) при смешанных краевых условиях
v · n = 0 при z = ±h,
vtan = 0, если ‖(Tn)tan‖
 
3  σ и z = h,
(11)









3 > σ и z = h,
(Tn)tan = −k2vtan при z = −h,
где k1 > 0 и k2  0.
З а м е ч а н и е. Четвертое равенство системы (11) указывает на то, что при-
стенное скольжение возникает при наличии любых ненулевых касательных напряже-
ний, что соответствует предельному случаю (при σ → 0+) для рассмотренных выше
условий порогового скольжения. В литературе такое равенство известно как условие
проскальзывания Навье. Иногда его называют также условием свободного проскаль-
зывания [4]. При этом данное равенство не следует путать с условием отсутствия
трения (Tn)tan = 0, которое имеет место только при k2 = 0.
3. Решение задачи A. Сначала вычислим тензоры Ривлина—Эриксена A1, A2
и девиатор напряжений S:
A1 =
⎡⎣ 0 0 u′(z)0 0 0
u′(z) 0 0
⎤⎦ , A2 =
⎡⎣ 0 0 00 0 0
0 0 2(u′(z))2
⎤⎦ ,
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S =
⎡⎣ −α(u′(z))2 0 νu′(z)0 0 0
νu′(z) 0 α(u′(z))2
⎤⎦
и запишем уравнение (7) в виде
div
⎡⎣ −α(u′(z))2 0 νu′(z)0 0 0
νu′(z) 0 α(u′(z))2
⎤⎦ = ∇p− ρg.













В первую очередь найдем давление p. Из второго равенства (12) вытекает, что
давление не зависит от y, т. е. p = p(x, z). Кроме того, учитывая (5), приходим к вы-
воду, что давление следует искать в виде
p(x, z) = −ξx + φ(z)
c неизвестной функцией φ(z).
Из третьего соотношения (12) выводим, что
φ(z) = α(u′(z))2 − ρgz + C,
здесь C — константа. Полагая C = ρgh, получаем
φ(z) = α(u′(z))2 + ρg(h− z). (13)
Из первого уравнения (12) и (5) следует, что
νu′(z) = −ξz + C0, (14)
где C0 — константа. По физическому смыслу задачи A поле скоростей должно быть
симметрично отноcительно плоскости z = 0, т. е. функция u(z) — четная. Следова-








z2 + ρg(h− z).
Определим теперь скорость u. Из (15) следует, что
u(z) = − ξ
2ν
z2 + C1, (16)
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причем константа C1 должна быть выбрана таким образом, чтобы выполнялись усло-
вия прилипания (8) на стенках канала. Поскольку u(z) — четная функция, то доста-
точно убедиться в том, что граничные условия выполнены на верхней стенке канала.





Таким образом, получаем решение задачи A:
u(z) = − ξ
2ν
(z2 − h2), (17)
p(x, z) = −ξx + αξ
2
ν2
z2 + ρg(h− z).
4. Решение задачи B. Рассмотрим теперь ситуацию, когда на стенках канала
выполняются условия порогового проскальзывания (9). При помощи рассуждений,
аналогичных тем, которые приведены в п. 3, можно убедиться в справедливости со-
отношений (13), (15) и (16) для задачи B.
Далее, непосредственно вычисляя
Tn|z=±h =− p(x,±h)















с учетом (15) находим, что
‖(Tn|z=±h)tan‖
 
3 = |νu′(±h)| = ξh.
Исходя из этого равенства и (9), рассмотрим отдельно два случая: ξh  σ и ξh > σ.
Если ξh  σ, то, согласно второму равенству (9), пристенное скольжение отсут-
ствует и поле скоростей в канале, как и в задаче A, определяется по формуле (17).
Если же имеет место соотношение ξh > σ, то скорость жидкости на стенках
канала будет уже отлична от нуля. При этом, в силу третьего условия (9), должны
выполняться равенства
±νu′(±h) = −(σ + ku(±h)).
Отсюда с учетом (15) имеем
−ξh = −(σ + ku(±h))
348 Вестник СПбГУ. Прикладная математика. Информатика... 2017. Т. 13. Вып. 4
и, следовательно,
u(±h) = ξh− σ
k
.
Используя это равенство и (16), находим поле скоростей
u(z) = − ξ
2ν
(z2 − h2) + ξh− σ
k
.
Объединяя решения, построенные для каждого из описанных случаев, получаем
решение задачи B:
u(z) = − ξ
2ν
(z2 − h2) + (1− θ(σ − ξh))ξh− σ
k
,
p(x, z) = −ξx + αξ
2
ν2
z2 + ρg(h− z),
в котором θ — функция Хевисайда,
θ(s) =
{
0, если s < 0,
1, если s  0.
5. Решение задачи C. При рассмотрении модели движения со смешанными
краевыми условиями нужно иметь в виду, что поле скоростей, вообще говоря, не яв-
ляется симметричным относительно плоскости z = 0, и соотношение (15) может
не выполняться. Поэтому вновь обратимся к первому уравнению системы (12), от-
куда после интегрирования по z находим, что
νu(z) = − ξ
2
z2 + C1z + C2, (18)
где C1 и C2 — некоторые константы.





Подставляя C2 в (18), приходим к соотношению
νu(z) = − ξ
2
(z2 − h2) + C1(z + h). (19)
Теперь необходимо определить константу C1, исходя из условия порогового про-
скальзывания на верхней стенке канала.
Дифференцируя тождество (18) по z, получаем, что
νu′(z) = −ξz + C1. (20)





⎛⎝ −ξh + C10
0
⎞⎠ . (21)
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Рассмотрим отдельно случаи прилипания и проскальзыванияжидкости на стенке
z = h. Если имеет место прилипание u(h) = 0, то из (19) следует, что C1 = 0. Согласно
второму условию (10), такой режим течения реализуется, если
‖(Tn|z=h)tan‖
 
3 = ξh  σ.
Пристенное скольжение возникает при выполнении неравенства
‖(Tn|z=h)tan‖
 
3 = ξh− C1 > σ.
Ясно, что в этом случае
0  C1 < ξh− σ
и, в силу третьего условия (10), должно выполняться равенство
νu′(h) = −(σ + ku(h)).
Отсюда, принимая во внимание (19) и (20), получаем











Учитывая изложенное выше, запишем решение задачи C, пригодное для любых
допустимых значений параметров модели:
u(z) = − ξ
2ν
(z2 − h2) + (1− θ(σ − ξh))(ξh− σ)(z + h)
ν + 2hk
,
p(x, z) = −ξx + α(u′(z))2 + ρg(h− z). (22)
6. Решение задачи D. Очевидно, что при решении задачи D можно исполь-
зовать соотношения (18), (20) и (21). Возможны два случая: либо на стенке z = h
реализуется условие прилипания, либо имеет место пристенное скольжение жид-
кости.
Сначала найдем решение для первого случая. Подставим z = h в (18). Поскольку






u(z) = − ξ
2ν
(z2 − h2) + C1
ν
(z − h). (23)
Выберем теперь константу C1 таким образом, чтобы выполнялось условие про-
скальзывания Навье на нижней стенке канала:
−νu′(−h) = −k2u(−h). (24)
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Принимая во внимание (20) и (23), перепишем (24) в виде




C1 = − ξhν
ν + 2k2h
. (25)
Выясним теперь, при каких соотношениях на параметры модели реализуется




3  σ. (26)







Рассмотрим теперь ситуацию, когда на верхней стенке канала имеет место сколь-
жение жидкости. Тогда граничные условия (11) сводятся к следующей системе:
νu′(h) = −(σ + k1u(h)),
−νu′(−h) = −k2u(−h),
которую с учетом (18) и (20) можно переписать так:



























Отсюда находим константы C1 и C2 по формулам
C1 = − (ξh(k1 − k2) + σk2)ν2hk1k2 + ν(k1 + k2) ,
C2 = −2h
3ξk1k2 + 3h2νξ(k1 + k2) + 4hν2ξ − 2hνσk2 − 2ν2σ
4hk1k2 + 2ν(k1 + k2)
.
Принимая во внимание третье равенство (11), нетрудно проверить, что рассмат-







Подводя итоги п. 6, запишем в явном виде полученное решение задачи D:
u(z) = − ξ
2ν
(z2 − h2)− ξh
ν + 2k2h
(z − h),
если параметры модели удовлетворяют соотношению (27); в противном случае, т. е.
при выполнении неравенства (28), поле скоростей определяется по формуле
u(z) =− ξ
2ν
(z2 − h2)− ξh(k1 − k2) + σk2
2hk1k2 + ν(k1 + k2)
z +
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+
ξh2(k1 + k2) + 2ξhν − σhk2 − νσ
2hk1k2 + ν(k1 + k2)
.
Давление p в обоих случаях вычисляется по (22).
7. Заключение. В настоящей работе построены точные решения ряда краевых
задач, описывающих стационарные течения жидкостей второго порядка в плоском
канале под действием постоянного перепада давления при краевых условиях при-
липания, условиях порогового и свободного пристенного скольжения, а также при
смешанных краевых условиях.
Полученные решения показывают, что давление в канале существенно зависит
от коэффициента нормальных напряжений α, особенно в тех зонах канала, где ве-
лико изменение (в поперечном к каналу направлении) скорости течения. В то же
время поле скоростей не зависит от α и, следовательно, совпадает с полем скоростей,
имеющем место в случае ньютоновской жидкости, когда α = 0.
При рассмотрении условий порогового проскальзывания ключевой величиной яв-
ляется произведение ξh. Если оно превышает заданное пороговое значение, то на стен-
ках канала возникает эффект скольжения жидкости; в противном случае реализуется
режим прилипания. Если предположить, что на одной из стенок канала имеет место
условие свободного скольжения (условие Навье), а на другой стенке — условие по-
рогового проскальзывания, то соответствующее пороговое значение для пристенного
скольжения в определенной мере снижается, но не более чем в 2 раза.
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